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中文摘要 近几年国内外许多学者为伽玛函数和欧拉常数建立了有更快收敛速度的逼近公式和更精确的不等式，不仅极

大丰富了数学逼近理论中的多个研究问题，而且在实际工程计算中也具有重要的参考指导意义。 

本项目基于逼近伽玛函数的经典公式和逼近欧拉常数的具有简单形式的序列, 结合多项式和连分数逼近的知识分别建

立新的公式和相关的上下界不等式，并且给出严格证明过程。为了证明所得新序列优于 DeTemple、Mortici 和鲁大伟构造的

序列，本文的最后还给出一些数值模拟来说明项目带来的优越性。 

英文摘要 In this paper, we give some new quicker convergent sequences toward Euler’s constant using the continued fraction. 

For demonstrating the superiority of the new sequences over DeTemple’s sequence, Mortici’s sequences and Lu’s sequences, some 

numerical simulations are also given in this article. 
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一、引言 
 

众所周知，收敛于常数的收敛序列在数论、概率论、物理学等许多科学和数学领域都是非常重要的，

因此我们经常需要对基本常数设置一些新的收敛序列，这是数学常数理论中的一个重要问题。其中最著名

的常数之一，欧拉常数，表示为 

γ=0.577215 
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它是以下序列的极限 

𝛾𝑛 =∑
1

𝑘

𝑛

𝑘=1

− ln𝑛 (1) 

欧拉常数在数学和自然科学中都得到了广泛的应用。然而，序列 (γn)n≥1 的收敛速度为𝑛−1，这个速

度是比较缓慢的。到目前为止，许多研究人员都致力于寻找一种收敛速度更快的γ序列，并取得了许多令

人鼓舞的结果。 

例如，Mortici，Vernescu 和 Young 给出了下面的估计[7，8，17，18]： 

1

2𝑛 + 1
< 𝛾𝑛—𝛾 <

1

2𝑛
， 𝑛 ≥ 1 (2) 

接下来, DeTemple [1，2] 构造了一个新的收敛到γ的数列 (Dn)n≥1 

𝐷𝑛 = 1 +
1

2
+
1

3
+
1

4
⋯+

1

𝑛

− ln (𝑛 +
1

2
)                                                        (3) 

其中 

1

24(𝑛 + 1)2
< Dn—γ <

1

24𝑛2
，𝑛 ≥ 1 (4) 

这个新数列的收敛速度为𝑛−2。Vernescu[16]也给出了另外的改进 

Vn = 1 +
1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛 − 1
+
1

2𝑛
− ln𝑛 (5) 

其中 

1

12(𝑛 + 1)2
< γ—V𝑛 <

1

12𝑛
，𝑛 ≥ 1 (6) 

尽管（3）和（5）只是对欧拉数列 (γn)n≥1 进行了一些微小的改进，并将数列的收敛速度从𝑛−1提升为𝑛−2。

除了上面所列的这些改进, Mortici[9]也构造了如下的一些数列： 

un = 1 +
1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛 − 1
+

1

(6 − 2√6)𝑛
− ln (𝑛 +

1

√6
) (7) 

和 

vn = 1 +
1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛 − 1
+

1

(6 + 2√6)𝑛

− ln (𝑛 −
1

√6
)                                      (8) 

（7）和（8）都将欧拉数列 (γn)n≥1 的收敛速度提升为𝑛−3。 

同时我们了解到鲁大伟教授[9]也给出了一些收敛速度高的序列，列举如下： 

An = 1+
1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛
− ln𝑛 −

𝑎1

𝑛 +
𝑎2𝑛

𝑛 +
𝑎3𝑛

𝑛 +
𝑎4𝑛
𝑛 + …

(9)
 

其中a1 =
2

1
，a2 =

6

1
，a3 = −

6

1
...。 

对于任意固定的𝑘, 𝑠N, 其中 N 是正整数集合 



 

𝑟𝑛,𝑘
(𝑠) = 1 +

1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛
− ln𝑛 −

1

𝑘
ln

(

 
 
 
 
 

𝑏1

𝑛 +
𝑏2𝑛

𝑛 +
𝑏3𝑛

𝑛 +
𝑏4𝑛
𝑛 +⋯)

 
 
 
 
 

(10) 

其中 

b1 =
k

2
，b2 =

2-3k

12
，b3 =

3k2 + 4

12（3k-2）
，b4 =

15k4-30k3 + 60k2 − 104k + 96

20（3k − 2）(3k2 + 4)
…。 

对于任意固定的 𝑘, 𝑠N, 其中 N 是正整数集合 

𝐿𝑛,𝑘
(𝑠)
= 1 +

1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛 − 1
+
1

𝑟𝑛
− ln𝑛 − ln (1 +

𝑐1
𝑛
+
𝑐2
𝑛2
+⋯+

𝑐𝑠
𝑛𝑠
) (11) 

其中 

c1 =
2-r

2r
，c2 =

r2-12r+12

24r2
，c3 =

r3 + 2r2-12r+8

48r3
…。 

鲁大伟教授也给出了许多不等式来描述这些序列的优越性，例如，对于任意 nN，n≥2， 

1

720(𝑛 + 1)4
< 𝐿𝑛,𝑘

(𝑠) − 𝛾 <
1

720(𝑛 − 1)4
(12) 

对于所有𝑛Ν 

1

180(𝑛 + 1)4
< 𝛾 − 𝑟𝑛,2

(3) <
1

180𝑛4
(13) 

这些工作极大地激励了我们的学习。基于 DeTemple、Mortici 和鲁大伟的早期研究成果，我们旨在建

立收敛率较高、形式相对简单的新近似。 

我们将本文的其余部分安排如下。在第 2 部分，我们给出了新的近似和不等式。在第 3 部分给出主

要结果的证明。在第 4 部分，通过数值模拟来说明新序列的优越性。  

 

二、主要结论 

 

（一）定理 1   
构造欧拉常数的收敛序列如下：  

𝑠𝑛 = 1 +
1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛
− 𝑙𝑛 (𝑛 +

1

2
) −

1

𝑛

(

 
 
 𝑎1

𝑛 +
𝑎2𝑛

𝑛 +
𝑎3𝑛

𝑛 +
𝑎4𝑛
𝑛 + …)

 
 
 

(14) 

其中 

a1 =
1

24
，a2 = 1，a3 = −

17

40
，a4 =

17

40
…。 

令 

𝑠𝑛
(1)
= 1 +

1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛
− ln (𝑛 +

1

2
) −

1

𝑛
(
𝑎1
𝑛
)                                      (15) 

𝑠𝑛
(2)
= 1 +

1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛
− ln (𝑛 +

1

2
) −

1

𝑛
(
𝑎1

𝑛 + 𝑎2
)                                 (16) 



 

𝑠𝑛
(3)
= 1 +

1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛
− ln (𝑛 +

1

2
) −

1

𝑛
(

𝑎1

𝑛 +
𝑎2𝑛
𝑛 + 𝑎3

)                            (17) 

𝑠𝑛
(4)
= 1 +

1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛
− ln (𝑛 +

1

2
) −

1

𝑛

(

 
 𝑎1

𝑛 +
𝑎2𝑛

𝑛 +
𝑎3𝑛
𝑛 + 𝑎4)

 
 
                      (18) 

我们还有如下结论： 

lim
𝑛→∞

(𝑠𝑛
(1)
− 𝛾)

= −
1

8
                                                                       (19) 

lim
𝑛→∞

(𝑠𝑛
(2) − 𝛾) = −

17

240
                                                                    (20) 

lim
𝑛→∞

(𝑠𝑛
(3)
− 𝛾)

=
289

7681
                                                                     (21) 

lim
𝑛→∞

(𝑠𝑛
(4) − 𝛾) =

2071

134400
                                                                  (22) 

（二）定理 2
 

对于所有自然数 n，我们有 

17

240(𝑛 + 1)5
≤ 𝛾 − 𝑠𝑛

(2)
≤

17

240𝑛5
(23) 

289

7680(𝑛 + 1)6
≤ 𝑠𝑛

(3) − 𝛾 ≤
289

7680𝑛6
(24) 

 

（三）引理 1
 

为了得到上面定理，我们引入该引理，它被使用于[10,15]，对于数列的收敛速度十分有用： 

若 (𝑥𝑛)𝑛≥1 是一个收敛到 0的序列且满足下面条件 

lim
𝑛→∞

𝑛𝑠 (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1) = 𝑙 ∈ [−∞,+∞] (25)           

其中s > 1，则 

lim
𝑛→∞

𝑛𝑠−1 𝑥𝑛 =
𝑙

𝑠−1
(26)             

 

三、定理证明 

 

（一） 定理 1证明 

根据[14]中定理 2.1 或[15]中定理 5 的论证，我们需要计算 𝑎1 ≥ 0 的值，这将产生最精确的形式近

似值。  

𝑠𝑛
(1)
= 1 +

1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛
− ln (𝑛 +

1

2
) −

1

𝑛
(
𝑎1
𝑛
)                                      (27) 

为了得到近似精度，我们使用了如下的一种方法，即当𝑠𝑛
(3)
− 𝛾更快地收敛到零时，考虑（27）更好，使用 



 

（27），我们有 

𝑠𝑛
(1)
− 𝑠𝑛+1

(1) = −
1

𝑛 + 1
+ ln (𝑛 +

3

2
) − ln (𝑛 +

1

2
) +

1

𝑛
(
𝑎1
𝑛
) − 

1

𝑛 + 1
(
𝑎1
𝑛 + 1

)               (28) 

将此式以 1/𝑛 进行级数展开，我们可以得到： 

𝑠𝑛
(1) − 𝑠𝑛+1

(1)
=
24𝑎1 + 1

12

1

𝑛3
+
12𝑎1 − 1

4

1

𝑛4
+ 𝑂 (

1

𝑛5
) (29) 

从引理 1我们可以得知，如果满足（25）的 s的值更高，则 (𝑠𝑛
(1)
)𝑛≥1 序列的收敛速度更快。所以利用引

理 1，我们得到 

(1) 如果 𝑎1 ≠ 1/24，则 (𝑠𝑛
(1)
−γ)𝑛≥1 序列的收敛速度为 𝑛−2，由于 

lim
𝑛→∞

𝑛3(𝑠𝑛
(1) − 𝛾) =

24𝑎1 + 1

12
≠ 0  

(2) 如果 𝑎1 = 1/24，则从（29）我们可以得知 

𝑠𝑛
(1) − 𝑠𝑛+1

(1) = −
1

8

1

𝑛4
+𝑂(

1

𝑛5
)  

且此时 (𝑠𝑛
(1)
−γ)𝑛≥1 序列的收敛速度为𝑛−3，由于 

lim
𝑛→∞

𝑛3(𝑠𝑛
(1) − 𝛾) = −

1

24
 

因此，我们可以知道序列  (𝑠𝑛
(1)
)𝑛≥1 只有当 a1=1/24 时才会达到最快的收敛速度。 

然后我们定义序列  (𝑠𝑛
(2))𝑛≥1 如下， 

𝑠𝑛
(2)
= 1 +

1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛
− ln (𝑛 +

1

2
) −

1

𝑛
(

1
24

𝑛 + 𝑎2
)                              (30) 

使用与（28）-（29）类似的方法，我们得到 

 

𝑠𝑛
(2) − 𝑠𝑛+1

(2) =
−1+ 𝑎2
8

1

𝑛4
+
−40𝑎2

2 − 60𝑎2 + 83

240

1

𝑛5
+𝑂 (

1

𝑛6
) (31) 

序列  (𝑠𝑛
(2))𝑛≥1 只有当 𝑎2 = 1 时才会达到最快的收敛速度，因此我们可以得到 

lim
𝑛→∞

𝑛4(𝑠𝑛
(2)
− 𝛾) = −

17

960
 

此时的收敛速度为 𝑛−4。 

此外，我们将第三个序列定义为 

𝑠𝑛
(3)
= 1 +

1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

𝑛
− ln (𝑛 +

1

2
) −

1

𝑛
(

1
24

𝑛 +
𝑛

𝑛 + 𝑎3

)                            (32) 

则可以得到 

𝑠𝑛
(3)
− 𝑠𝑛+1

(3) =
−40𝑎3 − 17

240

1

𝑛5
+
10𝑎3

2 + 40𝑎3 + 17

48

1

𝑛6
+𝑂(

1

𝑛7
) 

令𝑎3 = −17/40，我们可以得到最快的收敛序列 (𝑠𝑛
(3)
)𝑛≥1，收敛速度为 𝑛−5，同理我们可以得到 𝑎4 =

17/40...，使用相同的方法我们可以得到所有结论。 

（二） 定理 2证明 

根据[1]中的定理论证或[2]中所使用的证明方法，我们首先证明（29）。我们定义  

𝛾 − 𝑠𝑛
(2) =∑(𝑠𝑘+1

(2) − 𝑠𝑘
(2)

∞

𝑘=1

) = ∑𝑓(𝑘)                                                 (33)

∞

𝑘=1

 

其中 



 

𝑓(𝑘) =
1

𝑘 + 1
− 𝑙 𝑛 (𝑘 +

3

2
) + 𝑙 𝑛 (𝑘 +

1

2
) −

1

24(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)
+

1

24𝑘(𝑘 + 1)
 

   

则我们对𝑓(𝑘)求导可以得到   

𝑓′(𝑥) = −
1

12

17𝑥2 + 34𝑥 + 6

(𝑥 + 1)2(2𝑥 + 3)(𝑥 + 2)2(2𝑥 + 1)𝑥2
(34) 

为了得到（23）式的上确界不等式，对于任意 𝑥 ≥ 1，我们可以得到 

−𝑓′(𝑥) ≤
17

8(𝑥 +
1
2
)7

(35) 

由于 𝑓(∞) = 0，我们得到  

𝑓(𝑘) = ∫
∞

𝑘

− 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 ≤
17

8
∫
∞

𝑘

(𝑥 +
1

2
)−7𝑑𝑥 =

17

48
(𝑘 +

1

2
)−6 ≤

17

48
∫
𝑘+1

𝑘

𝑥−6𝑑𝑥          (36) 

结合（33）式和（36）式，我们可以发现对于任意满足 𝑛 ∈ ℕ 且 𝑛 ≥ 2 的 𝑛， 

𝛾 − 𝑠2
(2) ≤ ∑

∞

𝑘=𝑛

17

48
∫
𝑘+1

𝑘

𝑥−6𝑑𝑥 =
17

48
∫
∞

𝑛

𝑥−6𝑑𝑥 =
17

240𝑛5
(37) 

对于（34）式的下确界不等式，我们使用下列结论： 

对于所有𝑥 ≥ 1，  

−𝑓′(𝑥) ≥
17

8(𝑥 +
4
3)
7

(38) 

由于 𝑓(∞) = 0 且再根据（38）式，我们可以得到： 

𝑓(𝑘) = ∫
∞

𝑘

− 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 ≥
17

8
∫
∞

𝑘

(𝑥 +
4

3
)−7𝑑𝑥 

=
17

48
(𝑘 +

4

3
)−6

≥
17

48
∫
𝑘+2

𝑘+1

𝑥−6𝑑𝑥                                                                (39) 

所以我们可以得到如下结论： 

对于所有满足 𝑛 ∈ ℕ 且 𝑛 ≥ 2 的 𝑛 

𝛾 − 𝑠𝑛
(2) ≥ ∑

∞

𝑘=𝑛

17

48
∫
𝑘+2

𝑘+1

𝑥−6𝑑𝑥 =
17

48
∫
∞

𝑛+1

𝑥−6𝑑𝑥 =
17

240(𝑛 + 1)5
(40) 

因此，结合（37）与（40），我们可以完成（23）式的证明： 

接下来，证明（24）式就比较容易。首先我们可以定义：  

𝑠𝑛
(3) − 𝛾 = ∑

∞

𝑘=𝑛

(𝑠𝑘
(3) − 𝑠𝑘+1

(3)
) = ∑

∞

𝑘=𝑛

𝑔(𝑘) (41) 

其中  

𝑔′(𝑥) = −
1

12

27744000𝑥5 + 12994080𝑥4 + 171055016𝑥3 + 119998083𝑥2 + 38961783𝑥 + 4655637

(40𝑥 + 23)2𝑥3(2𝑥 + 1)(40𝑥2 + 103𝑥 + 63)2(2𝑥 + 3)(𝑥 + 1)
 

(42) 



 

对于上确界的确定，我们使用 𝑔(∞) = 0，对于任意 𝑥 ≥ 1， 

−𝑔′(𝑥) ≤
2023

1280(𝑥 +
1
2)
8

(43) 

从（43）式中我们可以得到：  

𝑔(𝑘) = ∫
∞

𝑘

− 𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 ≤
2023

1280
∫
∞

𝑘

(𝑥 +
1

2
)−8𝑑𝑥 

=
289

1280
(𝑘 +

1

2
)−7

≤
289

1280
∫
𝑘+1

𝑘

𝑥−7𝑑𝑥                                                         (44) 

对于所有𝑛 ∈ ℕ且𝑛 ≥ 2,  

𝑠𝑛
(3) − 𝛾 ≤ ∑

∞

𝑘=𝑛

289

1280
∫
𝑘+1

𝑘

𝑥−7𝑑𝑥 =
289

1280
∫
∞

𝑛

𝑥−7𝑑𝑥 =
289

7680𝑛6
(45) 

对于下确界的获得，由于 𝑔(∞) = 0 而且对于 𝑥 ≥ 1，满足  

−𝑔′(𝑥) ≥
2023

1280(𝑥 + 1)8
  

我们有 

𝑔(𝑘) = ∫
∞

𝑘

− 𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 ≥
2023

1280
∫
∞

𝑘

(𝑥 + 1)−8𝑑𝑥 

=
289

1280
(𝑘 + 1)−7

≥
289

1280
∫
𝑘+2

𝑘+1

𝑥−7𝑑𝑥                                                        (46) 

结合（41）式与（46），我们可以得到对于 𝑛 ∈ ℕ 且 𝑛 ≥ 2，  

𝑠𝑛
(3) − 𝛾 ≥ ∑

∞

𝑘=𝑛

289

1280
∫
𝑘+2

𝑘+1

𝑥−7𝑑𝑥 =
289

1280
∫
∞

𝑘+1

𝑥−7𝑑𝑥 =
289

7680(𝑛 + 1)6
(47) 

结合（45）与（47），我们可以完成（24）式的证明。 

 

四、数值模拟 

 

我们给出表 3.1，表 3.2，表 3.3 的结论来说明我们构造的数列(𝑠𝑛
(1)
)𝑛≥1, (𝑠𝑛

(2)
)𝑛≥1, (𝑠𝑛

(3)
)𝑛≥1 和 

(𝑠𝑛
(4)
)𝑛≥1相对于 DeTemple 的数列 (𝐷𝑛)𝑛≥1 ,和 Mortici 的数列 (𝑣𝑛)𝑛≥1， (𝑢𝑛)𝑛≥1，鲁大伟的数列 

(𝐿
2√2−2,𝑛

(2)
)𝑛≥1, (𝑟𝑛,1

(2)
)𝑛≥1 和 (𝑟𝑛,2

(3)
)𝑛≥1的优越性。 

表 3.1 (𝐷𝑛)𝑛≥1, (𝑣𝑛)𝑛≥1 和 (𝑢𝑛)𝑛≥1的模拟 

𝒏 𝑫𝒏 − 𝜸 𝒗𝒏 − 𝜸 𝜸 − 𝒖𝒏 

10 3.7733 × 10−4 2.4228 × 10−5 2.1179 × 10−5 

50 1.6337 × 10−5 1.8390 × 10−7 1.7901 × 10−7 

100 4.1252 × 10−6 2.2833 × 10−8 2.2528 × 10−8 



 

500 1.6633 × 10−7 1.8169 × 10−10 1.8120× 10−10 

1000 4.1625 × 10−8 2.2696 × 10−11 2.2665 × 10−11 

表 3.2 (𝑟𝑛,1
(2)
)𝑛≥1, (𝑟𝑛,2

(3)
)𝑛≥1 和 (𝐿

2√2−2,𝑛

(2)
)𝑛≥1 的模拟 

𝒏 
𝜸 − 𝒓𝒏,𝟏

(𝟐)
 𝜸 − 𝒓𝒏,𝟐

(𝟑)
 𝑳

𝟐√𝟐−𝟐,𝒏

(𝟐)
− 𝜸 

10 2.2748 × 10−5 4.5429× 10−7 1.7275 × 10−7 

50 1.9192 × 10−7 8.5398 × 10−10 2.3444 × 10−10 

100 2.4147 × 10−8 5.4455 × 10−11 1.4276 × 10−11 

500 1.9419 × 10−10 8.8534 × 10−14 2.2348 × 10−14 

1000 2.4290 × 10−11 5.5444 × 10−15 1.3929 × 10−15 

表 3.3 (𝑠𝑛
(1)
)𝑛≥1, (𝑠𝑛

(2)
)𝑛≥1, (𝑠𝑛

(3)
)𝑛≥1 和 (𝑠𝑛

(4)
)𝑛≥1 的模拟 

𝒏 𝒔𝒏
(𝟏)
− 𝜸 𝒔𝒏

(𝟐)
− 𝜸 𝒔𝒏

(𝟑)
− 𝜸 𝒔𝒏

(𝟒)
− 𝜸 

10 −3.9335 × 10−5 −1.4560 × 10−7 6.6340 × 10−8 1.894 × 10−9 

50 −3.2952 × 10−7 −2.7227 × 10−9 2.3494 × 10−11 1.5475 × 10−13 

100 −4.1428 × 10−8 −1.7358 × 10−10 7.4335 × 10−13 2.4922 × 10−15 

500 −3.3295 × 10−10 −2.8227 × 10−13 2.4019 × 10−16 1.9 × 10−19 

1000 −4.1643 × 10−11 −1.7673 × 10−14 7.4348 × 10−18 −7.9408 × 10−20 
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